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RESUME :

La modélisation du stockage géologique de COs débouche sur un treés grand
systeme d’équations couplées. En cherchant sa solution, on est amené a ré-
soudre des systemes linéaires de taille importante.

Pour trouver leur solution rapidement, on se sert de diverses techniques ap-
pelées des méthodes itératives.

L’objectif de ce stage est de mettre en place un solveur itératif, la méthode
BICGSTAB avec préconditionnement, dont les résultats sont comparés avec
ceux obtenus par un solveur direct.

Mots-Clés : Sparse, Red & Black, préconditionnement, ILU(0), solveur,
BICGSTAB
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INTRODUCTION

Pour limiter les émissions de gaz a effet de serre dans ’atmosphere, 'une
des solutions envisagées est la capture et le stockage géologique du COs. La
modélisation du stockage débouche sur un systeme couplé d’équations aux
dérivées partielles non linéaires et d’équations algébriques locales.

Pour trouver la solution de ce probléme, on utilise une méthode de Newton
et on doit donc résoudre des systémes linéaires Az = b ou A est une matrice
de grande taille, x la solution du systéme linéaire et b le second membre.
Comme généralement la matrice A obtenue est trés grande mais souvent
creuse, on perd beaucoup de mémoire en stockant la matrice A entierement.
Au lieu de stocker toutes les valeurs de cette matrice, on se sert d’une mé-
thode qui ne stocke que les valeurs non nulles.

De plus, il n’est pas efficace de résoudre de tels systemes linéaires par un sol-
veur direct comme 'algorithme de Gauss. L’emploi de méthodes itératives
est un moyen qui permet de trouver leur solution rapidement. BICGSTAB
est un solveur itératif qui résout des systémes linéaires de fagon peu cou-
teuse.

Finalement, les résultats obtenus par BICGSTAB sont comparés avec ceux
obtenus par la résolution avec Gauss et avec ceux obtenus par BICGSTAB
avec préconditionnement.



1 STOCKAGE DES MATRICES CREUSES

1.1 Red and Black (R&B)

La discrétisation des équations sur le maillage donne une matrice A
creuse, par bloc, et un second membre b.
La structure de la matrice A dépend de la numérotation des mailles du
maillage. Si les mailles sont numérotées en ordre ascendant, A est une ma-
trice par bande.
Au lieu de numéroter les mailles en ordre ascendant, on les numérote en
échiquier avec les couleurs rouge et noir. Comme ¢a, chaque point rouge n’a
que des voisins noirs et inversement.
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Fic. 1 — Numérotation d’un maillage par ordre ascendant et par R&B

La forme de la matrice A aprés numérotation par « Red and Black» se pré-
sente de la facon suivante :

Dy B

R Dy

B et R sont des matrices bandes par bloc ou B est affectée aux points rouges,
R aux points noirs. D; et Do sont des matrices diagonales par bloc :

Dy = Dy =

i

Si on multiplie la totalité du systéme linéaire par une matrice A contenant
les inverses des blocs diagonaux de D; et Dy, on obtient un nouveau systéme
linéaire qui est «plus facile» a résoudre.
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Il reste a résoudre le nouveau systéme lineare (voir 2.3) :

Az =1

Id1 B T b1

Idl et Id2 sont des matrices unités, Idl est de la méme taille que D1, Id2
de la méme taille que D2.

1.2 Compressed Sparse Row (CSR)

Comme la plupart des blocs de A sont des blocs nuls, on utilisait de la
mémoire inutile en stockant la matrice A entierement. C’est la raison pour
laquelle on se sert d’un format de stockage qui s’appelle « Compressed Sparse
Row» (CSR), on dit souvent simplement «stockage morse».

Au lieu de stocker toutes les valeurs de la matrice A, on ne stocke que les
valeurs non nulles avec leur position dans la matrice.
La structure des données consiste en trois parties :

— Un tableau AA qui contient les valeurs non nulles de la matrice A,
stockées colonne par colonne de la premiere colonne a la derniere. La

taille de ce tableau correspond au nombre de valeurs non nulles (noté
Nz).



— Un tableau JA de taille Nz contenant les numéros de colonne des
éléments non nuls de la matrice A stockés dans AA.

— Un tableau I A de pointeurs de longeur nbln+1 (ot nbin est le nombre
de lignes). Le i-éme pointeur pointe sur le numéro de la valeur dans AA
et JA qui contient le premier élément non nul de la ligne 7 dans A. La
valeur I A[nbln+1] indique la fin des valeurs non nulles dans AA et JA.

Exemple :

La matrice

_ oo O =
N W s O
o O O O
S O NN W

est représentée par

AA=|1342312
JA=[0313101

IA =102457

Il était mentionné que la matrice A est une matrice par bloc ou tous les
blocs sont de la méme taille. Pour conserver et profiter de cette structure,
on a adapté le stockage CSR :

Chaque valeur de I'array AA contient une matrice de la taille d’un bloc ou
au moins une valeur est non nulle. Donc, AA est un array de matrices dont
la taille de I’array correspond au nombre de blocs non nuls.

Si la matrice A de 'exemple précédent est divisée en quatre blocs de taille
2 x 2, elle est stockée de la fagon suivante :

10 0 3 0 3
AA = 0 4 0 2 1 2
JA=[010
IA =|023




2 RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES

Afin de résoudre des systeme linéaires de grande taille
Az =1b (2.1)

on se sert souvent des méthodes iteratives.

Depuis les années 1960s, quelques solveurs itératifs ont été découverts et ils
sont tres utiles pour beaucoup d’applications, surtout lorsque les systémes
sont linéaires, creux et de grande taille.

Des systemes creux demandent des méthodes capables de les résoudre tres
vite ce qui n’est pas le cas des méthodes directes comme 1’algorithme de
Gauss. C’est la raison pour laquelle il est intéressant d’utiliser et d’implé-
menter des méthodes itératives comme BiCGStab.

La notion de «préconditionnementy» définit une technique qui permet de
tranformer la matrice pour obtenir de bonnes propriétés comme un meilleur
conditionnement ou une convergence plus rapide.

2.1 Préconditionnement par factorisation incompléte (ILU(0))

En général, le préconditionnement est une transformation d’un systéme
linéaire qui permet d’appliquer une méthode itérative «plus facilement».
Comme la convergence d’une méthode itérative dépend du conditionnement
de la matrice A (noté K(A)), on essaie de trouver une matrice P «facile a
inverser» telle que K (P~!1A) < K(A). Ensuite, on résout le systéme linéaire
transformé

P 1Az = P~ 1b. (2.2)

Une méthode de préconditionnement particulierement intéressante est la fac-
torisation incompléte de la matrice A, notée par ILU.

On calcule une matrice triangulaire inférieure creuse a diagonale unité L
et une matrice triangulaire supérieure creuse U telles que la matrice résidu
R = LU — A satisfasse certaines conditions.

Dans notre cas, on s’est servi de la factorisation ILU(0), pour laquelle les
valeurs de la matrice résidu R sont nulles a tous les endroits ou la matrice
A est non nulle.

La factorisation incomplete de degré zéro (notée ILU(0)) consiste & chercher
deux matrices L et U telles que L et U soient nulles & tous les endroits ou
A est nulle.

La décomposition de A en L et U avec les conditions indiquées n’est pas
unique. Nous avons programmé I'ILU(0) standard en utilisant 1’algorithme
qui est présenté en ANNEXE 1.

Le systéme linedire est préconditionné par le produit de L et U (P = LxU).



Exemple :

2 30 1
030 2
A=110 21
120 3
1 0 00 2 30 1
0 1 00 030 2
=10 10] Y5loo2
2 s 0 1 00 0 136
2 3 0 1
03 0 2
LxU=1"1 35 91
12 03

2.2 Méthodes itératives (BICGSTAB)

Pour résoudre le systéme linéaire d’origine (2.1) ou le systeme linéaire
préconditionné (2.2), il faut choisir un solveur qui trouve la solution assez
rapidement sans gaspiller trop de mémoire.

Les méthodes de Krylov sont des méthodes de résolution qui, généralement,
convergent vite sans étre couteuse en temps calcul.

Parmi les méthodes de Krylov, on a choisi la méthode du gradient bi-conjugé
stabilisé (BICGSTAB). BICGSTAB converge normalement tres vite sans
utiliser beaucoup de mémoire (en comparaison avec d’autres méthodes de
Krylov).

Les algorithmes du BICGSTAB et du BICGSTAB préconditionné sont pré-
sentés en annexe.

2.3 Résolution du systéeme transformé obtenu par R&B

Dans le paragraphe 1.1, il était décrit comment on transforme la matrice
A du systeme d’origine pour obtenir une matrice de la forme :

Idl B

N
I

ol

1d2
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Le but est alors de résoudre le systeme modifié

Az =b.
Id1 B 1 by
R Id2 9 by
r1 + Bl‘g = i)l (I)
R.Z‘l—i-.l‘g:i)g (II)
Rl‘l + RBJJQ = Ri)l (Il)
Rxl—i-a:g:l;g (II)
xr1 + BZCQ = [;1 (I)
RBJ?Q—xQ:RBl_I;Q (II/)

Finalement, il faut résoudre le systeme (RB — I)xy = Rby — by et calculer
ensuite 1 = by — Bxg.

Pour la résolution de ce systeme dont la taille a été divisée par 2, on peut
se servir des méthodes itératives et du préconditionnement décrits précede-
ment.
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3 TESTS ET RESULTATS

Dans ce paragraphe, on compare d’abord les résultats obtenus par GAUSS
avec ceux obtenus par BICGSTAB et BICGSTAB préconditionné. Ensuite,
plusieurs méthodes itératives sont considérées et on les compare par rapport
au nombre d’itérations et a la vitesse de convergence.

3.1 Comparaison de la qualité des résultats sur un exemple

Sur un cas 1D horizontal avec une chimie simplifiée (cas test CO2) ou
le maillage est divisé en 500 mailles, la qualité de la solution obtenue par
BICGSTAB et BICGSTAB préconditionné par ILU(0) est examinée. En fai-
sant varier la tolérance de BICGSTAB, on calcule les erreurs rélatives.

| 8.540-01 |

g

1734601 | 120 [ 6.27e-03 |

2.50e-03

17.32e-07 | 1.626-06 1.601e-05

1.60e-06

181 [ 1me | ; 222

4.26e-04 3.20e-04

6

3.20e-04

Ereur relative | 1 60e-05 | 1.60e-05 | 1 60e-06 | 1.608-05 | 1.608-05 |

1 60e-06 |

-1

Etreur relative | 3.20e-04 | 3.20e-04 | 3.206-04 | 3.20e-04 | 3.20e-04 | 3.20e-04

FiGc. 2 — Test de la qualité des solutions sur un exemple
Dans ce test, le nombre maximal d’itérations de BICGSTAB s’éleve a

50000. -1 comme valeur pour le nombre d’itérations signifie que BICGSTAB
s’arréte car 'un des criteres nécessaires a la bonne continuation de ’algo-
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rithme n’est pas vérifié.
Conclusion

BICGSTAB donne sur notre exemple choisi de trés bonnes solutions. En
plus, on voit que par préconditionnement, le conditionnement des matrices
est amélioré, ce qui entraine une convergence plus rapide.

Malgré cela, il faut faire attention avec BICGSTAB. Si la tolérance est trop
faible, BICGSTAB souvent ne converge pas. Ce comportement peut étre
prévu avec des «méthodes de Look-Ahead» qui ne sont pas présentées dans
ce rapport.

3.2 Comparaison de la vitesse de convergence

En considérant plusieurs examples, on compare les cinqg méthodes sui-
vantes :

GAUSS

- BICGSTAB

BICGSTABpre : BICGSTAB avec préconditionnement par ILU(0)

— BICRB : Le systéeme linéaire apres élimination par R & B est résolu
avec BICGSTAB

— BICRBpre : Le systéme linéaire apres élimination par R & B est résolu
avec BICGSTAB préconditionné par ILU(0)

Les exemples sur lesquels les méthodes sont appliquées représentent un cas
1D horizontal (avec écoulement par différence de pression) sur la minéralogie
de I’Alberta. La fin du nom des exemples correspond au nombre de mailles.
Par exemple, horiz100 indique que le maillage est divisé en 100 mailles.

Le nombre des équations sur chaque maille est 10. Par conséquent, pour le
cas horiz100, la dimension de la matrice du systéme linéaire est 100 x 100.
La tolérance de BICGSTAB pour tous les exemples est de 1.0e — 10 et le
nombre maximal d’itérations est 99999.
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EICGSTAB 1 gg999 | g990g | googs | ooseg | oooog
BICGSTABpre -1 B48 1848 2140 2836 4244
BICRE 25 54 114 166 216 289
EBICRBpre 13 22 43 B5 £ 102
BICGSTAB 09959 03955 90005 | 99993 | G9909
BICGSTABpre 7055 58776 6732 12288 | 16674

EICRE 37 | 395 | 483 | 521 | 559
BICRBpre 120 137 155 176 191

GALSS 25 15 124 415 915 1795
BICGSTAB | 54 | 133 514 788 95 1317
BICGSTABpre 1.1 38 19 34 59 116
BICRE 0f 10 05 53 B3 &
BICREpre 05 10 24 5.1 79 14
GALSS 3079 4882 7272 10345 | 14170
BICGETAE 1510 1798 2080 | 231 2703
BICGSTABpre 239 339 410 554 BE

BICRE | 23 a4 42 54 70

BICRBpre 22 32 37 g0 B5

BICGETAR 5.70e+140] 2.52e480 | 99601 [9.98e 01 [B.18e+36 | 9.95e01
BICGSTAEpre 1.66e-10 | 5.597e-11 | 2.25e-05 | 4.18e-10 | 5.36e-10 | 3.04e-10

BICRE 1.95e-10 | 5.82e-08 | B.18e-12 | 5.37e-08 | 7.42e-08 | 5.06e-08
BICRBpre 166e-10 | 220008 | 225612 | 213008 | 7.476.08 | B.47=-08
BICGSTAE 9.599e.01 | 9.99:-01 |2.50e+05 |4.83e+76 | 1.35e+05
BICGSTABpre 5.31e-10 | 3.25e-08 | 1.54e-08 | 2.89e-08 | 7.72e-08
BICRE A 58e-08 | GARe-08 | 48308 | 1.58:-07 | 1. 26e 07
BICRBpre 2089208 | 106607 |373:08 | 36208 | 12907

Fi1a. 3: Comparaison de plusieurs méthodes en nombre d’itérations, en temps
de calcul et en erreur relative
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Itérations

18000

—+—BICGSTABpre —s— BICRE BICRBpre |

16000
14000

12000

P

10000

W

2000
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BO00
4000

e

2000

s

_ﬁ_': = "_I—H_I_H_I"_I T T
100 200 300 400 600 GO0 70O 800 200 1000

Mailles

F1G. 4: Nombre d’itérations de BICGSTAB, BICRB et BICRBpre

—— GAUSS —e— BICGSTAB BICGSTABpre BICRE —— BICREBpre |

Temps de calcul {en s}

16000
14000
12000
10000
g0oa
G000
4000
2000
0

Conclusion

£
g ——
—hdgﬁ"dﬂk i
u T |
100 200 300 500 GO0 YOO 800 900 1000

Mailles

Fi1G. 5: Temps de calcul de GAUSS, BICGSTAB, BICGSTABpre, BICRB
et BICRBpre

Comme on a des matrices trés mal conditionnées (par exemple dans le cas
horiz50 : K(A) = 9.015766e + 13), BICGSTAB ne donne pas de bons résul-
tats sur la plupart des exemples indiqués.
Cependant, les solutions de BICGSTAB préconditionné et du systéme li-
néaire apres élimination par R & B sont trés proches de la solution exacte.
Le gain de temps, surtout avec BICRB et BICRBpre, est tres important en
comparaison de la résolution avec GAUSS.
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CONCLUSION

On a vu que BICGSTAB et les diverses méthodes de préconditionnement
sont un moyen efficace pour résoudre des grands systemes linéaires creux.
Notamment la combinaison de Red & Black puis BICGSTAB préconditionné
par ILU(0) s’est montrée tres efficace parce qu’elle est capable de résoudre
des systeémes linéaires beaucoup plus rapidement que des solveurs directs.
Il serait intéressant d’examiner d’autres préconditionnement comme ILU(p)
et de tester leur influence sur la vitesse de convergence et sur l'exactitude
de la solution.

Pendant les deux mois de stage a 'IFP, j’ai programmé en C/C++ lal-
gorithme standard de ILU(0) et la résolution du systéme linéaire apres
Red & Black. Toutes les matrices sont stockées au format CSR et les al-
gorithmes sont adaptés au stockage des matrices creuses. Le code de I'algo-
rithme BICGSTAB a été pris d’un site internet [2].
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ANNEXES

ANNEXE 1 : Algorithme de ILU(0)

Décomposition de la matrice A (taille n X n) en une matrice triangulaire
inférieure a diagonale unité L et une matrice triangulaire supérieure U qui
sont nulles ot A est nulle. CoNz(A) contient les cordonnées des valeurs non
nulles dans A.

pouri=1,....,n—1
pour k =0,...,i — 1 et (i,k) € CoNz(A) faire :
Qi = i/ Qg
pourj=k+1,...,n—1et (i,j) € CoNz(A) faire :
Qij = QikAkj
Retour
Retour
Retour

ANNEXE 2 : Algorithme de BICGSTAB

To = b— AJL‘O
ry choisi arbitraiement

Po=To
pour j =0,1,... jusqu’a convergence faire :
(rj,rg)
A = 70— 55
J 7 (Apjrf)

sj =1; — ajAp;

_ (Asps))
Wi = TAs;.As)

1‘j+1 = xj -+ Oszj -+ ’LUij
Tjit1 = S5 — ijSj

B = (rj+1rg) o g
J (rjorg) — wy

pir1 = i1+ B (p; — wiAp;))

Retour
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ANNEXE 3 : Algorithme de BICGSTAB préconditionné

To = b— A.IO

ry choisi arbitraiement

Po=To

pour 7 =0,1,... jusqu’'a convergence faire :

résoudre Pp = p;

o (rrp)
Q5 = [Eprg)

s; =1; — a;Ap

résoudre Ps = s;

_ (A3
w; = (A;/fé)

Tj41 = Tj + ;D + w;s
Tit1 =8 — wjAS

B = (rj+1,m5) o, oy
= Uil &
J (rj,rg) wj

pir1 = i1 + Bi1(p — wiAp)

Retour
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